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Dans Déf 7.3 . 1 : Pour A= AT matrice syman
on dit que quest ron-dégénérée si
A
TAy-o FyeR" impigex =o 3↑

/cela signifie ge o est le seal recteur quil est

Avorthogonal a tous les Lecteurs de R")

3) On dit que af est isotrope ,
s'il existe XR 0

tel g2 9f(x) =0 (donc ectAx=0)
-

Rem : 1) 9n vin dégénérée O A inversible

o n'est pas valeur P Ker(A) = (0)
propre de A

2)qisotrope 80 non definie (ral propres >o etco)
(surR)

9 dégénérée o 9A isotrope
mals la réciproque est feste :

A=(89) grere
mals X= (1) on a (1)(59)(i) =113 il
XAx = 0

.



Rappel AEMmR) TAiR"-> Rm-
3 #AzC

On étudie l'effet de A sur

C = LoctRIllec=1} hyper-sphère
unité

on a ge maxIlAxIl? =mar AxoAx
XEC XEC

= mas *AAx = wax anip) = +grandeXC xtC Val .

propre

min IA= + petite
deAA

X+C valeur propie de
AA

Déf .
7
.

5
.

5 /Décompositions en valeurs
singulières alue matrice (At Mmxn(R) DVS

man

% contran susse

de l'AL
.

Soit ATA t Mn] ·

Eco

On a que AT est synetrige /et positive)



Diag . orthog . = E une bate outhonorée de R
-

B= (Vic -

/Un) constituée de Lect propres

cunitaires) de la matrice ATA .

associés à des valeurs propres

- An (ER)
-ventuelle

Cavc répetition)

Remi IlAvk= Avi - Avi = /Avis Avi

- Av := XV = 4:
- -

↑iVi 1

donc Xijo

On réarrange les val propres de ATA

selon orche décroissant

X2>... 0

On appelle valeurs singulières de A
les di (IIAvill = Gi)



Thr7 .5 .6 : solt (V1--Nn) base orthon . deR"
devest-propres

suposons ge A
de AA.

posside + valeurs singulies non-nulles
1 done AA a r val . propres to)

a multiplichte

Alors (Arn , Au, .. Avr)
est une base orthogonale de Im(A)

.

et donc rang(A) = r .

: Avi · Avj = Auj= Vj

= Aj/V : -Vj) = 0
-

= 0

AVi-Avi = 1 Vovi = Xi o

-

=1 5 Et
...,5 -

Remi le vecteurs "H.-- Un sont

assoctés à la vali propre O de ATA

cad Vrmy 1
-- >Un t KerLATA)= Ker(A) .

Fexo



Notation 7
.

5
.
7 : on ecit

= 187 zm-reignes
ZeMmx()

nulles
z

n-r
DEMrx)

colonnes
nulles matrice

diagonale
Théorème 7

.

5 .0 (Existence dire)DVS

soit At Mmyn(R) de rang = ~

Alors il existe (r = dim (Im(A))

(n-r = dine (Ker(A))

1) Une matrice [EMmxn[IR] comme ci-dessos

toa les coeth. diagonaux de D
sont~ premières val , singulières to de A

Ecrites dans l'ordre décroiss

6. 2823 -- Or > 0
.



2) une matule orthogonde U mam

3) une matrice orthogonale V nun

telles
ge A

= VIVT "Une

DVS de A

Fin 7 .
5
.8
-

Nomenclature :7
.
5
.9

colores de U = vecteurs singuliers à gauche
= vecteurspropres de AAT

colonies deV = vecteurs singuliers a droite

= Lecteurs propres de ATA .

et 1= a. sont les val propres de ATA

↑ qui sont presque les mêmes ge
Les vali propres de AAT

cad Spc(AAT) -So) = SpaCATA) -10h)



dimo/ recette 7 .
5

. 10 : rang(t) =v

On prend les i et vi valeurs et

Lecteurs propres nitales de ATA

(Ai arages en orde décroissant)

Donc (V1- -jn) bon deA

D'après Th 7.5 .
6 (Av

,
-- yAV) 6

.
0

. gonale
Pour i =1, ...,V

de Im(A)

Posons Ui=i = Avi m
-

IlAvill

On copète la famille (Un ... , 4r)

en ung b .0 .N V11
,
---

,
m

↓[41---Um) de phe

grâceâ Gram-Schmidt.

on pose alors U = (1) - -· (4m) Orthogonala
V
= (V) ... (m]

non
Orthogonale



Calculons Av /Ui = =Au

AV = (Av , /Aral-- - (Arn) = (Ayl ... Avr(0)--10)
= (6, 4 (02) ... (orve(0)---10)

posons D=ar =)
calculous

~ Ar
dimKer(A)

VI = (1) - -- (m)(man
= 190, (82) -- . (ur(0) . -(0)=Av

Vorthogonale
# A = VZVT cafe.

/Fin 7 .
5 . 10)



ex

: A= (en) Ta :Ri
r=2 = rag(A) E()
# =(
Am = (1)() = 122) Vp . =3

(n)
Vp1 : (t) = (n)

uz= ()
u ==(=)

= ↳ est v.p de ATA
1 est up de ATA Eo

-

o est v.p de ATA car Ker(ATA)=Ker(A)

Ey=Vect([-)] de s

En =Vect()) Eo =Vect(i, )]



= (2) (b)vo= ())
↳ V= (valvIvo)

2 = /50 &
3X2 -

A = VEVT . #in ex .7 .
5

. 11
.

-

Dernières remarques sur uneDVJ/7 .5 . 12)

AEMman(R) = A =VIVT

Vorthog mXm

V 1u UT IZ men

en (
V =VT

Notons Un les colonies de U ①

Vi 11 de V ②

① sont vecteurs propres de AAT (unitaires)
② sont vecteurs propres de ATA



③ = Ei où Di = val- propre de ATA
cron nulls

# : on peut aussi poser U =
vi

IIAvill

pour i=1... /5
&

-
on v = rag(t) (crAvitos

pour i =+1...,m Avi = 0

Vi t Ker(A) =Re (ATA)=Eo

Proposition 7 .5 . 13

La DVS d'une matrice AE Mman(R)
rows donne

r= rang(A)

1) (4 s - yUr) bon . de Im(A)
= dimma)

for Im(Al-Ker(AT))
2) (Vr+11-- ,um) b .

o
.n

.

de Kar(AT)

3) (1
,

..

,
Vr) b

.
o

.
n de ImLAT)=Lgn(A)

4) (Vrms-(n) b .
o .n IgnAt= Ker(A)



Fin 7.5 .
13
-

Morale 7.5 .
14 : Une DVS donne

des b .0 .N des 4 espaces fondamentaux deA

Em(A), KerA) , ImSAT] er(AT) .
m

R R

↑
↑
Im (A)#Ker(AT)

Ker(A)#Im(AT)

Point de vie geretilge

Exim rotations↑
↓ sym.

orthog VI routh.-

17

ation V unrotetrie A -> R
syn

Z

celanous donne un dernier

rajout an Méga-Thorème .



Rajout 7 .

5 .
15 : Soit At MaxuR) (carrie)

Alors A est inversible

↓

4) In(t) = gob
t n

t Ker(A) = 1

u) Lgn(A) = R

v) A possède v val . singulières non nulles

w) la fore quadratige La AAs
est difinte positive et ron-dégénérée
Lad STATAy definit ③
un product scalaire surR 74



Dernière application de l'At

chaînes de Markor discrètes

système à n Etats possibles
GP1

p-/X P13 n=3

7

C-⑰-
P2z By

après temps d on a OPij11 probabilité
de passer de l'atat Ej à Ej

I
X (0)

&Partant de X10) ER" x10)= !

Etat initial Xn(0)

X(0)
,
X (1)

,
- -

,
X (4) après le cunités de

temps
on a la forle suivante



- P puissance h ↳ entier

X (k) = p! X(0)
↑
Etat initial

on Pematrice de transition eMx(R)

= <Pijzi
.j In

#: physige statistique

3. etats pour we molécule (p . ex #20)
Solide

, Ilgulde ,gazarx
SLG

ex à oc 0
.90.8 0

.
1Pe (

0
.

05 0
.20 .

8

10
.
05 00

. 1
(

↓
↓d
111

[donc 1 est v -p . deP)



↑hum /Perron-Frobenius) On dit

que x-1
SupP= (pij) toq est stationnare

-

(7kEN telque ph a des Coeff>o) si P=-

Alors ↑
vecteur

R

1) 7 un vulge rector stahbunaire ER Propeentre
1 =1

2) lim ph = (x) -- (x)
-

3) XX(0) Etat initial on a

line X (k) = x
h=

Exemple : Google Page Rank
& /SBin-

Indice de popularit d'une page web :

~ 1998

Soit Ne le nombre de pagesWeb

crée we matrice NXN



supp. We page i possede bi tiens

alors pose pr= proba
ers

we

pagelie

pre& 9 paramètre
N

(0 ,15)
~ P = (Pij]EMNANIR)
le page kank d'une page i

est difin) comme la je composate
du Lecteur stationnare de P

.

Algorithme d'examen⑫GFavi
6) Restez Zen E
1) Résoudre questions (restantes) quil vous
paraissent les plus simples

2) Mangez/Bruez un petittruc /Sucreaa
3) Regardez l'heure

4) Recommencez à 0) jusqu'à fin-datemps~des gestions .


